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par Hervé Lehning

Zéta de deus,

Zéta des nombres pairs

Le premier calcul exact de zéta de deux remonte a Leonhard Euler au
XVIIle siecle. Loin des démonstrations modernes, il s’inspire du calcul
sur les racines d’un polynome. Sa méthode peut toujours s’appliquer dans
des occasions similaires, au moins sous la forme d’une heuristique.

u xvI® siécle, aprés avoir calculé les

+o00
sommes des séries Z e
“~ n(n+a)

aun nombre entier compris entre 1 et 10,

pour

4| Pietro Mengoli échoua pour...a = 0.1 posaalors le pro-

1

: i 1 de Cavalieri. Pour ce faire, il n’a utilisé aucune
| des méthodes couramment exposées dans les ou-
vrages d’aujourd’hui. Il a conjecturé le résultat a
partir d’un calcul numérique, avant de le prouver
rigoureusement en le liant aux calculs sur les fonc-
tions symétriques des zéros d’un polynome ! Sa mé-
thode se justifie complétement, et elle est toujours
exploitable dans des situations comparables, comme

le calcul de la somme des carrés des inverses des

Pietro Mengoli
(vers 1626-1686).

zéros positifs de I’équation tan x = x.

La méthode d’Euler

Euler part du constat que les nombres réels nz ou
n € 7 sont les zéros de la fonction sinus. Il a alors
I’idée, osée, de traiter cette fonction comme un po-

lynome. En fait, il s’agit d’une série entiére :

I 2n+1
L x
sinx = E:O(—l)” Gnti)
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Plus précisément, Euler considére la série
+o00 tn
_ 71
’;) (-1) 2n+1)

dont les zéros sont les nombres (n7)* ou n € N*.

Il en déduit que la somme de leurs inverses est égal
o0

1

al/6,etdonc que Zfz=l.
n

Rien que ca !
- 6
n=1

Ce raisonnement serait correct si la série ci-dessus
était un polynéme (voir I’encadré Calcul sur les zé-
ros d'un polynéme).

Le calcul d’Euler est justifié si I’on consideére les zé-
ros du polyndéme

+
t2p 1

f”(x):pi()(_l)p(Zp-i-l)!'

Plus précisément, si I’on note + X EXp s EX,
,, Ses zéros non nuls, les relations entre les coefficients

et les zéros d’un polynéme fournissent la relation

1 1

M=
I

2
k=1 Xk n

On peut se douter que ces zE&ros sont « proches » de ceux
de la fonction sinus, ¢’est-a-dire des nombres k7, mais
cette idée de proximité a besoin d’étre précisée. En fait,
si nous tragons le graphe du polyndme f,, cela ne se

passe que pour les tout premiers z€ros :
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Graphes des fonctions sinus et f), : les deux pre-
miers zéros positifs de f;, sont « proches » de
ceux de la fonction sinus, mais pas les autres.

Vraisemblablement, ils ne sont pas réels.

Certains zéros de f, ne sont vraisemblablement pas Calcul sur les zéros d’un polynéme

réels. Une étude de la convergence de f, et de £, per- Si x; et x, sont les deux zéros du trinéme @ + bx
met de préciser cette question. Pour la mener, il suf- +ex?,on peut €crire :
a+bx+ext=c (x—x)) (x=x,).

fit d’utiliser une majoration naturelle : ; ‘ 3 .
En développant ce produit, on obtient en particu-

Feo 2p+1 lier :
. AP
_ < A _ b
|sinx — £, (x)| p;l(2p+l)! Xptx, ==
ont3  too - Si a # 0, aucun des zéros n’est nul et leurs in-
< A Z ( A4 ) verses sont racines de  1’équation
(2n+3)! &=\ 2n+3
a+ bl + c% =0 et donc zéros du trinome
42n+3 | roox
_(2n+3)!x1_< Ay c+bx+ax’
2n+3 Onendéduitquei+i=—é
X, X, a
valable si [x|< 4 <2n+3, Les calculs se ménent de fagon identique si x,, x,,
..., X, sont les zéros du polynéme a + bx + X’ +
et la formule de Stirling n! ~ v 27n (%)n. etc.=0,oua#0.
On démontre alors : On trouve alors : xi + xi + .+ xi =_ %_
lim <n sup|sinx — f,,(x)\) =0. P !
n=To\ xesB, . .
entier NV tels que les deux quantités
De méme, lim ( sup|cosx — f,(x) |> =0 n sup|sinx — f,(x)| et sup|cosx— f,'(x)]
n—too XEB, XEB, x€B,

ou B, est’ensemble des x de module inférieur ou égal ~ soient inférieures a £ sin = N.

3 e Grace a la premiére de ces majorations, on montre que

. € €
Pour éviter des expressions trop lourdes, notons mla  Jf, change designeentre kz — 7z et kx + 7. La

partie entiére de 2n/ez de sorte que, si| k| < m|,alors ~ seconde majoration permet d’affirmer que /" ne

kzt € B,,. Nous considérons alors 0 < £ < 1 etun ~ changepas designe. On endéduit que f, aun seul zéro

entre ces deux points, et qu’il est simple. Ainsi, nous
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., £x  acondi-

obtenons les zéros + x; ,, £x, . .. mn

tion de convenir de les noter en premiers.

lls vérifient |x;,, k7| < 7€,

\ L 1 2¢
d’ou I’on déduit :
2, K| B
m m m
1 1 2¢e 1
et donc = <% ) S
,;lx,f’n kZ::lkzﬂz n kzz:lk3
Le calcul du départ fournit
Loty 1
k=1xlin 6 k:m+1xl§n
d’ou I'inégalité suivante :
+o0 m +oo
1 #*| 25 1 1
— = B + I
IR R POV

1
k=m+1 |xk,n|2 ‘

Si les zéros de f;, (autres que les m premiers ci-des-
sus) sont hors de B,, on en déduit que :

L] 2

2
1 e n-—m_e”
4n

X
4 n2

k=m+1 ‘ X Ii n
Donc, en passant a la limite lorsque » tend vers I’in-
fini dans I’inégalité précédente, on obtient :
o t|c2esE L
2 3
k=1 k 6 % k=1 k

Ceci étant vrai pour 0 < £ < 1, on en déduit le ré-

S 1 a

sultat, qui se trouve ainsi enticrement établi si’on ad-
met que f, n’a pas de zéro complexe (non réel) dans
B, Le raisonnement précédent alli¢ aux calculs faits
dans I’encadré Zéros de la fonction sinus montre que
les zéros de f, sont situés dans les boules de centre k7

etderayon &/n. A Iaide de la dérivée de f,, nous
montrons alors que c’est impossible.

Euler en déduit également la valeur des sommes sui-
vantes :

+oo

ZLZL
ot 90
N1 a
St 945

Zéros de la fonction sinus

Sur C, la fonction sinus est définie par sa série en-

tiere. On en déduit facilement que les formules

d’addition restent valables, et donc que

sin (x +iy)=sinxch y + ishycosx.

Ainsi, sin (x + iy) = 0 si, et seulement si, sin x =0

et sh y cos x = 0, c’est-a-dire si, et seulement si,
sin x=0etsh y=0.

On en déduit que les seuls zéros de la fonction si-

nus sont les éléments de 77Z.
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(voir I’encadré Un calcul de Newton).

La méthode d’Euler est utilisable dans d’autres cir-
constances, par exemple dans 1’étude de séries liées
aux zéros de I’équation tan x = x.

L’étude des variations de la fonction x — tanx — xx
suffit pour montrer que les zéros (strictement) posi-

tifs de I’équation tan x = x forment une suite (x,,), - ;

strictement croissante.

De plus, pour tout n, nz < x, < nz+ %

/

Tracés des courbes d’équations y = x (en noir) et y =

=

X

X 2 3 Xy Xs

tan x (en bleu). En utilisant les variations de la fonc-
tion différence, on démontre que 1’équation tan x = x
possede une racine unique x, sur chaque intervalle de

longueur r/2 commengant en nr.

On peut préciser davantage I’approximation de xn. On
trouve alors :

/2 1 1

KL S + 1

2 nm 2nn? 0( n’ )’

(voir I’encadré Un développement asymptotique).

X,=nn+



