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toutes de poid
sauf une.

En trois pesée
déterminer la
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La rubrique
“questions...
réponses...”

du numéro 60
annoncait la fin
du probléme des

douze boules.

Voici qu’elles

reviennent
et elles ont fait
des petits...

LE RETOUR
DES DOUZE BOULES

E PROBLEME CI-CONTRE
est apparu dans le
numéro 57 de
Tangente. Au nume-
ro 60, une solution
qualifiée alors de
finale a été donnée.
J’ai lu, j’ai vu (que
¢’était correct) mais
je suis resté sur ma faim.

Plus précisément, jai eu l'impres-
sion que l'on m’expliquait le com-
ment tout en me cachant le
pourquoi. Alors, j'ai décidé de
reprendre tout ¢ca en essayant de
comprendre. Ma premiere ques-
tion était la suivante. Pourquoi 12
et 3 ? La seule réponse immédiate
est que le probleme ne se pose
qu’a partir de trois boules et deux
pesées. D'autre part, il ne sert a
rien de peser des nombres
inégaux de boules, il faut toujours
mettre des nombres égaux de
boules sur les deux plateaux de la
balance pour pouvoir déduire
quelque chose du résultat.

m Premier essai,
premiére idée

Je commence donc comme au
numéro 60 (page 11) mais en

essayant de comprendre le fond
des choses.

- Je prends 12 boules et fais 3 tas
de 4.

- Je pése les deux premiers.

— Si les plateaux s’équilibrent, la
fausse boule est dans l'autre tas.
Je suis amené a me poser le pro-
bléeme initial avec 4 boules et 2
pesées.

Ce premier constat me réjouit, une
espéce de raisonnement par
récurrence s'ébauche. Il est fondé
sur une division par trois. C’est la
premiére idée essentielle.

m Deux pesées

Je reprends donc le probleme plus
simple de 4 boules et 2 pesées.
Jessaye, jessaye et je n'y arrive
pas. Je peux seulement trouver la
fausse boule de la fagon suivante.
Je pése deux boules. Si les pla-
teaux s’équilibrent, la fausse boule
est 'une des deux autres et mes
deux boules sont correctes donc
peuvent servir de témoin. Jutilise
une boule témoin pour peser I'une
des deux boules suspectes. Cela
me permet de déterminer la fausse
mais pas forcément de savoir si
elle est plus légere ou plus lourde.



En fait, un peu de réflexion permet
de prouver qu’il est impossible de
trouver une fausse boule parmi
quatre avec deux pesées. Je vous
laisse le montrer car cette idée de
boule témoin montre que ma récur-
rence est mal posée.

m Boule témoin

Quand jai réduit mon probleme de
12 4 4, je mai pas tenu compte du
fait que je possédais 8 boules
témoins. Une seule suffit en fait.
Cette idée est la deuxiéme idée
essentielle. Je recommence avec
quatre boules et une boule témoin.
Je mets I'une des boules a part,
associe une autre avec la boule
témoin et pése ce tas de deux avec
les deux autres boules. Si les pla-
teaux s'équilibrent, la fausse boule
est celle que jai mis de coté et je la
pése avec la boule témoin pour
conclure.

m Boules hautes
et boules basses

Si les plateaux ne s’équilibrent pas,
Pun est en haut et I'autre en bas. ICi
vient la troisieme idée importante.
Je qualifie de boules hautes, les
boules du plateau haut et de boules
basses celles du plateau bas. Si la
fausse boule est haute alors elle
est plus légére, si elle est basse
alors elle est plus lourde. Notre
boule témoin se retrouve donc hau-
te ou basse. Si elle est basse, on
pese les deux boules hautes entre
elles. Si les plateaux s’équilibrent,
elles sont toutes les deux correctes
donc la fausse est la boule basse
autre que la boule témoin. Elle est
donc plus lourde. Si les plateaux ne
s’équilibrent pas, I'une des deux
boules hautes est fausse et c’est
donc celle qui est en haut et elle est
plus légere. Le probléme est le
méme quoique symétrique si la
boule témoin est haute.

m Les problémes
essentiels

A vrai dire, on s’apergoit ici que le
probléme initial est rendu plus com-
pliqué par le fait que les problémes
essentiels (et plus simples) ne sont

pas directement apparents. Le pre-
mier est de déterminer une fausse
boule en n pesées parmi un
nombre de boules dont la moitié
sont hautes et les autres basses.
Le deuxieme probléme est de
résoudre la question initiale en ayant
une boule témoin a disposition.

m Résolution du
nouveau probléme

Commencons par le probleme des
boules basses et hautes. Avec une
pesée, on peut déterminer la faus-
se boule parmi trois (mais pas
plus). L'idée est encore la division
par trois du début. Avec deux
pesées, nous tentons de passer de
3 3 3 fois 3 c’est-a-dire a 9. On
considére donc 9 boules dont 5
sont hautes et 4 basses ou vice
versa. On fait trois tas, HHB, HHB
et HBB. Nous pesons les deux pre-
miers. Si les plateaux s’équilibrent,
la fausse est dans le troisieme tas
HBB. Si les plateaux ne s’équili-
brent pas, la fausse boule est soit
haute dans le plateau du haut, soit
basse dans le plateau du bas. Cela
constitue un nouveau tas de trois
boules HHB. Dans tous les cas,
nous sommes amengé a trouver la
fausse boule dans un tas HHB ou
HBB. La récurrence s’enclenche
donc et on trouve la fausse boule
parmi 9 boules moitié hautes, moi-
tié basses. On montre alors de la
méme facon que I'on ne peut
retrouver la fausse boule parmi 10
en 2 pesées car cela nous ameéne-
rait a trouver la fausse parmi 4 en 1
pesée. Donc, avec deux pesées, on
peut déterminer la fausse boule
parmi neuf (mais pas plus). Notre
raisonnement se généralise facile-
ment. Avec n pesées, on peut
retrouver la fausse piéce parmi 3"
boules dont la moitié sont hautes et
les autres basses mais pas plus.

m Avec boule témoin

Nous avons déja vu qu’avec deux
pesées, nous pouvons retrouver la
fausse boule parmi 4 si nous dispo-
sons d’une boule témoin. Nous utili-
sons maintenant trois pesées et 13
piéces. Nous en mettons 4 de coté,
5 sur 'un des plateaux de la balan-
ce et les autres plus la boule

témoin sur lautre. Si les deux pla-
teaux s’équilibrent, la fausse boule
est dans le tas de 4, deux pesees
suffiront pour la déterminer. Si les
deux plateaux ne s’équilibrent pas,
nous pouvons répartir les boules en
hautes et basses. En enlevant la
boule témoin, il nous reste 9 boules
moitié hautes moitié basses. Nous
avons résolu ce probléme préce-
demment. Nous pouvons égale-
ment montré que 3 pesées ne
suffisent pas pour 14 pieces. En
généralisant ce raisonnement, Nnous
montrons que n pesées permettent
de retrouver la fausse boule parmi
3n14(371-1)/2 boules si nous dispo-
sons d’une boule témoin.

m Retour
au probléme initial

Nous pouvons maintenant conclure
en revenant a notre probleme ini-
tial. Nous partageons nos boules
en trois tas de quatre et nous
pesons les deux premiers tas. Si
les plateaux s’équilibrent, la fausse
boule est dans le troisiéme tas et
nous avons une boule témoin, le
probléme est donc résolu en deux
pesées supplémentaires. Si les pla-
teaux ne s’équilibrent pas, alors
nous obtenons 4 boules hautes et
quatre basses, nous ajoutons une
boule témoin dans un des deux tas
et nous résolvons notre probleme
en deux pesées supplémentaires.
On peut montrer également que
'on ne peut faire mieux. De fagon
générale, on montre ainsi que n
pesées suffisent pour 3m-14(3m1-
1)/2-1 boules et pas plus ce qui fait
(37-3)/2 boules. Ainsi avec 3
pesées, on obtient bien 12, avec 4,
39, avec 5, 120, etc.

m Conclusion

Ce qui précede explique le 3 et le
12 mais notre étude va plus loin.
Elle montre 'importance dans ce
type de problémes (dits de mathé-
matiques discretes) de ’idée de
récurrence ainsi que celle qui
consiste a fractionner un probleme
compliqué en problemes plus
simples. Cela nous rameéne a la
méthode que Descartes expose
dans son discours.

Hervé Lehning



