Ensemble limite

d’une suite chaotique

par Hervé Lehning

Alors que I'étude des suites chaotiques est devenue un sujet a la mode, les ouvrages
qui traitent ce sujet abordent rarement la question de leur ensemble limite, c’est-
a-dire 'ensemble de leurs valeurs d’adhérence. Pourtant, il est facile de donner un
certain nombre de résultats le concernant.

Partie I
Ensembles limites

Dans tout cet article, X est une partie compacte infinie d'un espace vectoriel réel
normé de dimension finie (on note d la distance induite) et f une fonction continue
de X dans X. On appelle ensemble limite de la suite (f"(@))n > o et on note w(f, z)
'ensemble de ses valeurs d’adhérence. Les ensembles limites vérifient la propriété
suivante :

1. Propriéiés des ensembles limites

Les ensembles limites de f sont des compacts non vides invariants
par f et indécomposables, c’est-a-dire non réunion de deux compacts
disjoints non vides invariants par f.

Soit ¢ un point adhérent & w(f, ), il existe donc une suite (tn)n > 0 d’éléments de
w(f,z) de limite t. t € w(f,z) donc on peut choisir ©(1) tel que d[f*V(z), 4] < 1.
Nous supposons (1) < (2) < ... < ¢(n) choisis tels que df*®(z), 4] < = pour
tout 1 < k < n. Comme t,5; € w(f,z), on peut choisir o(n+1) > p(n) tel que
df f“("“)(z), tn+1] < ——. Ainsi, par récurrence, on construit une suite extraite

de (f"(2))n > o de limite ¢. Ceci prouve que t € w(f,z). Ceci étant vrai pour tout
t, on en déduit que w(f,z) est fermé donc compact.

Soit ¢ € w(f,z), il existe donc une suite extraite (f*™(2))n > o de limite t. Comme
[ est continue, la suite (9 (2)), 5 o converge vers f(t), ce qui prouve que f(t) €
w(f,z). Ceci étant vrai pour tout ¢, on en déduit que flw(f,z)] € w(f,z). D’autre
part, la suite ( f“’(")"l(z))71 >0 est une suite d'éléments de X qui est compact, on
peut donc en extraire une suite convergente ( F2Y=Y (1)), 5 6. Soit u sa limite,
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u € w(f, ) et la suite (¥ (2)), < converge vers ¢ et f(w) qui se trouvent done
étre égaux. Ainsi, pour tout ¢ € w(f, ), il existe u € w(f,z) tel que t = f(u)
c’est-a-dire que w(f,z) C flew(f, ).

En conclusion, flw(f,z)] = w(f, ), cest-a-dire que w(f,z) est invariant par f.

Supposons que w(f,z) = RUS on R et S sont deux compacts non vides disjoints
invariants par f.

Soit & > 0, on note R. (et de méme S.) 'ensemble des z tels que d(z, R) < &,
Supposons que, pour tout €, R.NS. # 4. Alors on peut construire une suite
(Zn)n > o telle que nlingo [d(2n, R)] = 0 et "ll,n; [d(z,, S)] = 0. Comme X est compact,
cette suite admet au moins une valeur d’adhérence ¢. Elle vérifie donc d(¢t, R) =
d(t,S) = 0. Comme R et S sont fermés, cela implique ¢ € RNS, ce qui est absurde,
On en déduit que, pour ¢ assez petit, R. N S, = 4.

D’aprés le théoreme de Heine, f est uniformément continue sur X, donc il existe
0 <6 < e tel que df(u), f(v)] < & des que dfu,v] < 6. A partir d’'un certain
rang N, f"(x) € Rs; U Ss. Soit donc n tel que f*(z) € Rs et f**'(z) € S;. I
existe a € R et b € S tels que d[f"(z),a] < 6 et df"*!(z),b] < 6. 11 s'ensuit que
df"*(z), f(a)] <& et f (a) € R done f"*\(z) € R. N S, ce qui est absurde.

Ceci étant vrai pour tout w(f, ), on en déduit que les ensembles limites de [ sont
des compacts non vides invariants par f et indécomposables.

Il est facile de trouver des exemples de compacts vérifiant les propriétés précédentes
et qui ne sont pas des ensembles limites (il suffit de considérer un segment X et
une fonction f telle que, pour tout , la suite (f"()), s converge vers la méme
limite). Il ne s’agit donc pas d’une caractérisation mais d’une condition nécessaire.
A inverse, la propriété suivante est une condition suffisante.

2. Transitivité topologique

Soit f une fonction continue de X dans X et T un compact invariant par f, on dit
que f est topologiquement transitive sur 7' si pour tout couple (U, V) d’ouverts
non vides de T, il existe un élément z de U et un entier n tels que ) eV.

SiT est un compact non vide stable par f sur lequel' f est topologique-
ment transitive, alors T' est un ensemble limite.

Soit 7' un compact non vide stable par f (c'est-a-dire que f(T) C T) tel que f

soit topologiquement transitive sur 7', Siz € T, comme T est stable par f, alors
lasuite (f"(z))n's o est & valeurs dans T. Comme T est compact, on en déduit que

wifye) cT:
_hd&m

Ensemble limite d’une suite chaotique

Soit B une base dénombrable d’ouverts de 7. Si U € B, on note Ey Tensemble
des x € T tels qu'il existe un entier 7 tel que f"(z) € U.

Soit € Ey ; il existe un entier n tel que f*(z) € U. Comme f" est continue, il
existe V' ouvert contenant z tel que f*(V) C U. 1l s’ensuit que V C Ep et done
que Ey est un voisinage de z. Ceci étant vrai pour tout , on en déduit que Ey
est un ouvert de 7',

Soit € T' et V un ouvert contenant z. 1l existe ¢ € V et un entier n tels que
f'(t) € U. Ainsi, t € Eyy. On en déduit que tout voisinage de z contient un élément
de Ey, c’est-a-dire que 2 adhére & Ey. Ceci étant vrai pour tout z, il s’ensuit que
Ey; est dense dans 7.

T étant une partie compacte d'un espace vectoriel réel normé de dimension finie
~ est un espace complet. Le théoreme de Baire y est donc applicable, ainsi 'ensemble
. E= m Ey est non vide.
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Soit donc @ € E et V un ouvert non vide de T. Il existe U € B inclus dans V.
- Comme = € Ey, il existe un entier n tel que f"(z) € U et donc f(z) € V. Ceci
étant vrai pour tout V, on en déduit que w(f,x) D T. 1l s’ensuit que w(f,z) =T.

Partie II
Dynamique chaotique

B Définition

rig Selon Robert Devaney, la dynamique de f est dite chaotique (voir [1],
- p87)si:

(1) f est topologiquement transitive sur X,
i (2) I'ensemble des cycles de f est dense dans X,
:r La propriété (1) se caractérise par :

f est topologiquement transitive sur X si et seulement si il existe un
élément x de X tel que w( fz)=X,

‘ La partie directe de cette propriété a déja été vue en L.2. On suppose donc qu’il
~ existe un élément = de X tel que w(f, z) = X. Soit (U, V) un couple d’ouverts

. 1ion vides de X. Puisque w(f,z) = X, il existe un entjer p tel que fP(z) € U. De
- méme, il existe un entier n > p tel que F"(z) € V. 1l existe donc un élément ¢ € [
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(t = f"(z)) et un entier m (m = n — p) tels que f"(t) € V. Ceci étant vrai pour
tout couple d’ouverts rencontrant (U, V), on en déduit que f est topologiquement
transitive.

2. Conditions suffisantes

Une condition réalisée pour une classe importante de fonctions et qui entraine la
transitivité est la suivante :

(3) L’ensemble des antécédents de tout élément & de X est dense dans

En effet, soit (U, V) un couple d’ouverts non vides de X et ¢ € V. L'ensemble
des antécédents de ¢ est dense dans X donc il en existe un dans U, c’est-a-dire
qu’il existe z € U et un entier n tels que ¢ = f"(z) donc f"(z) € V. f est donc
topologiquement transitive.

Cette derniere propriété (3) est entrainée elle-méme par la condition suivante :

(4) Pour tout ouvert non vide U de X, il existe un entier n tel que

70y x.

En effet, soit 2 € X et U un ouvert non vide. D’aprés (4), il existe un entier n tel
que f"(U) = X donc il existe t € U tel que z = f"(t). f vérifie donc (3).

De plus, si X est un segment [a, b] alors cette propriété permet d’affirmer également
que l'ensemble des cycles de f est dense dq.ns X et done que la dynamique de f
est chaotique.

En effet, soit U/ un intervalle ouvert non vide de [a,b]. 11 existe un entier n tel que
f"(U) = X. Soit donc & € U tel que (@) = aet B €U tel que f(8) = b. La
fonction continue x —s f™(z) — z a des signes opposés en a et 3 donc, d’apres
le théoréme des valeurs intermédiaires, elle s’annule sur U. Ainsi U contient un
élément d’'un cycle de f. Ceci étant vrai pour tout intervalle ouvert non vide, cela
signifie que I'ensemble des cycles de f est dense dans X.

Partie III
Exemples

A partir de ces condition, il est possible de batir des exemples :

L. Fonction affine par morceaux sur un segment

> d’une suite chaotique

Soit f la fonction définie sur le segment [0, 1] par :

fl@)=2zsize(0,1/2]
fl@)=2-2zsize(l/21].

Cette fonction est appelée « fonction tente» par Richard Holmgren (voir [1], p.102).
Peut-étre cela permet-il de donner I'age de I'auteur car de nos jours les tentes ont
rarement cette allure (voir figure 1) :

Al A} A%

Le graphe de la fonction f" est la ligne brisée AGAY ... A%, ou Aj est le point
d’abscisse 2% et d’ordonnée 0 si p est pair, 1 sinon. L’ensemble des nombres de la

~ forme 2% (0 < p < 2") est dense dans [0, 1] donc si U est un ouvert non vide alors

sog sl

il existe n et p tels que [2—", 2—"] C U, ce qui implique que f"(U) = [0, 1].

2. Sur un cercle

Si on repére chaque point du cercle unité C' par son angle polaire 6, soit f la
fonction définie sur C' par f(6) = 26. Cette fonction vérifie également la propriété
(4). On peut soit le démontrer de la méme maniére en considérant le graphe de f
sur le tore, soit remarquer que f double la longueur des intervalles.

Si 7, est la rotation d’angle 27, selon que « est rationnel ou non, pour tout 6,
Pensemble limite w(r,,6) est fini ou égal & C. Dans le cas ot a est irrationnel,

To est donc topologiquement transitive sans étre chaotique puisque 7, n’a aucun
cycle.

3. Fraction rationnelle sur le compactifié de R
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Sur le compactifié de R, toute fraction r:
contient vérifie la propriété (4). On peut dans chaque cas montrer directement (3)

ou (4) (voir [2] pour f(z) = 2 — —). Notez que le premier exemple de ITL2 ressort
du méme type de cas mais sur le corps des complexes.

4. Sur une couronne

On consideére la fonction ¢ définie comme en ITL.1 mais sur le segment (1,2], v, 18
rotation d’angle 2ma: avec « irrationnel et X = [1,2] x C. Soit £ la fonction définie

sur X par f(p,0) = ¢(p)ra(8).

Soit U =1 x J et V = I' x J' deux ouverts non vides. D’une part, il existe n tel
que ¢"(I) = [1,2]. D’autre part, comme 7, est topologiquement transitive, il existe
0 € et p > n tels que r(6) € J'. Comme @P(I) = [1,2], il existe p € I tel que
@"(p) € I'. Il s'ensuit que f7(p,d) € V et donc f est topologiquement transitive.
Cependant, elle n’est pas chaotique puisqu’elle n’admet aucun cycle puisque 7,
n’en admet pas.

Partie IV
Ensemble limite

1. Limite dans le cas typique

Le sens du mot typique est étudié en [3], nous rappelons ici sa définition :

Définition.

On appelle résiduelle toute partie de X contenant Iintersection
d’une famille dénombrable d’ouverts denses. On dit qu’une propriété
est typique si I'ensemble des points pour lesquels elle est vraie est
résiduel.

En reprenant la démonstration de L2 en remplacant 7' par X, on remarque que
I'ensemble E = ﬂ Ey est non seulement non vide mais également résiduel. On
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en déduit le résultat :

Si f est topologiquement transitive sur X alors pour z typique dans
X Wi )=

t l’ensemble de Julia le

;Pliné suite chaotique

2. Limite dans les cas rares

Nous nous proposons doné maintenant d’étudier les cas rares (c’est-a-dire faux sur
un ensemble résiduel) pour lesquels w(f,z) # X.

a. Intérieur de w(f, z)

Si f est topologiquement transitive sur X et si w( f,z) # X alors
w(f, ) est d’intérieur vide.

Soit donc z tel que w(f, x) soit d’intérieur vide. Il existe donc un ouvert I non
vide inclus dans w(f,z). Soit V' un ouvert non vide. La transitivité implique
qu’il existe ¢ € U et un entier n tel que f"(t) € V. La fonction f™ est continue
donc il existe un ouvert W contenant ¢ tel que f*(W) ¢ V. Comme t & w(f,z),
il existe un entier p tel que f”(z) € W et donc f"*?(z) € V. Ceci étant vrai
pour tout ouvert V', on en déduit que w(f,z) = X.

b. Cas on w(f, ) est fini

Si f est continue sur X et si w(f,x) est fini alors w(f,z) est un cycle
de f.

Si w(f, z) est fini alors la restriction f de f & w(f, ) est bijective puisque sur-
Jective d’apres L.1. Il s’agit done d’une permitation de w(f, x) qui se décompose
en cycles disjoints. Or w(f,z) est indécomposable (voir L.1) donc w(f, ) est
un cycle.

c. Effectivité de ces cas

Si f est seulement supposé topologiquement transitive, il est possible que
pour tout condition initiale I'ensemble limite soit égal & X (deuxiéme exemple
de IIL3). Bien entendu, ce n’est jamais le cas si X est un segment car [ a
alors au moins un point fixe. On retrouve ce cas si X est un disque et de fagon
générale dans tout espace ot un théoréme du point fixe est applicable.

Si f est chaotique, le cas w(f, z) fini se produit par hypothese. Il est également
possible que w(f,z) soit infini d’intérieur vide. Il est facile de le démontrer
dans I'exemple de IIL1 et le premier exemple de ITL2 en utilisant Pécriture
binaire des nombres. Dans le premier cas, il suffit de partir de la condition
initiale 2 = 0,0110001111000001111110... (apres la virgule, on écrit 1 «0», 2
«1», 3 «0», 4 «1», 5 «0» et ainsi de suite). On montre assez facilement que
la suite n’est pas périodique et qu’aucun de ses termes ne se trouve entre 0,1
et 0,11. Le résultat suit.

L’exemple IIL4 est non chaotique selon la définition de Robert Devaney.
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Cependant, si la condition initiale est (p,0) ot p appartient & un cycle de ¢ et
6 quelconque alors Iensemble limite est composé d'un nombre fini de cercles.
11 s’agit donc d'un compact infini d’intérieur vide. Puisque i est chaotique, cet
ensemble de conditions initiales est dense.

Autant, il semble légitime de considérer le cas ot I'ensemble limite est toujours
'espace entier comme non chaotique puisque le changement de condition ini-
tiale ne change pas le comportement de la suite, autant il nous semble étrange
que ce dernier cas ne soit pas considéré comme chaotique.

Partie V
Etude de la fonction ws : = — w(f, x)

Dans le but d’élargir la notion de chaos aux cas tels que II1.4, nous nous proposons
d’étudier la fonction wy :  — w(f,z). En effet, en derniére analyse, c’est cette
fonction qui permet de mesurer la sensibilité de la dynamique de f & la condition
initiale z. Cette fonction est a valeurs dans I'ensemble des compacts de X, pour
étudier sa continuité, nous munissons donc cet ensemble de la distance de Hausdorff
(voir [3]). Nous avons le résultat suivant :

Si f est chaotique alors I'ensemble des points de discontinuité de wy
est dense dans X.

En effet, la fonction wy est discontinue en tout point zy d’un cycle. En effet, dans
ce cas wy (o) est un ensemble fini et, comme 'ensemble des z tels que w(f,z) = X
est dense dans X, il existe une suite (£,), > o de limite 2y telle que wy(t,) = X
-.pbur tout n. A la limite, on obtient une contradiction puisque X est supposé infini.

Cette propriété reste vraie dans des cas tels que celui de I'exemple II1.4. Cette
constation nous ameéne & proposer la définition suivante.

Partie VI

Proposition de définition

1. Définition
Nous dirons que la dynamique de f est L-chaotique si:

(1) pour z typique dans X, w(f.z) =X, s

Ensemble limite d’une suite chaotique

(2) I'ensemble des points de discontinuité de la fonction wy est dense
dans X .

Ainsi, si la dynamique de f est chaotique, elle est également L-chaotique. Bien
entendu, nous pouvons donner une caractérisation de la dynamique L-chaotique
dans le style — plus manipulable — de la définition de Robert Devaney.

2. Caractérisation
La dynamique de f est L-chaotique si :
¥ (1) f est topologiquement transitive sur X,

(2) la réunion des compacts d’intérieurs vides stables par f est dense
dans X .

Nous avons déja vu que les deux propriétés (1) sont équivalentes (voir IL.1). Sup-
posons donc que f vérifie la propriété (2) ci-dessus et que I'ensemble des points
de discontinuité de wy ne soit pas dense dans X et soit donc U un ouvert sur
- lequel wy soit continue. Soit ) un point de U. Comme I'ensemble des z tels que
w(f,x) = X est dense dans X, il existe une suite (tn)n = 0 de limite z, telle que
wy(t,) = X pour tout n. A la limite, on obtient que w(f,z9) = X. Ainsi, pour
tout 2 € U, w(f,z) = X. D’apres la propriété (2), il existe un compact T non vide
- d’intérieur vide stable par f tel que TNU # g. Soit donc z € TNU, comme T est
un compact stable par f, w(f,z) C T et T # U puisque T est d’intérieur vide, ce
qui est contradictoire. Il s’ensuit que I'ensemble des points de discontinuité de wy
~ est dense dans X.
S

) Réciproquement, soit U un ouvert non vide de X. D’aprés la définition, il existe
@ € U tel que w(f, z) soit d’intérieur vide. Soit 4 ensemble des valeurs de la suite
(f"(%))n > 0 et T son adhérence. On montre facilement que 7' = AUw(f,z) et donc
- que T est un compact d’intérieur vide stable par f. T NU # ¢ donc U rencontre

la réunion des compacts d’intérieurs vides stables par f. Ceci étant vrai pour tout
- U, on en déduit que cette réunion est dense dans X.
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