





FEtrange Newton

D’autre part :

407

—5 120x° + 26 880x® — 50 032x7 + 34 684x° +870x° —7 705x* + 154x> + 132x2 + 137x :

Qo Q(x)—x =

Le numérateur est divisible par

(12x2—14x—1)*[12¢ (x)* — 14p(x)— 1]

x(x — 1)@x® —Tx> —x + 1),

d’ou

x(x—1)(4x>—T7x2 —x +1)(—1 280x* +3 200x> — 1 788x%—406x — 137

PoQ(x)—x =

Je note f(x) ce dernier polynome
f'(x) = — 5120x> + 9 600x? — 3 576x — 406;

f' a trois zéros réels (), u, v, w égaux a

u = — 0,090, v = 0,684,

w = 1,282, a 1073 pres;
d’ou les variations de f :
v ol oo o) u v w + o
felis 0. A W N o) 2 f(W) N

f) = —117 et f(w) = — 311 & 10° pres.
Donc f(x) < 0 pour tout x, j’en déduis le signe de

(12x% —14x—1)*[12¢(x)? — 14@(x) — 1]
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t, d’apres I ariations di 2 S,
et, d’aprés les variations de @ o @ u2"°\2196
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ce que je voulais démontrer, donc

d’ou

Po(x) — x: Jm u, = B.
X Xo ¢, (x0) 0 B 1 ©2(xo) X
T S

Maintenant, je suis en mesure d’étudier les cas

0 775 ; 7 :
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— Siae ]0, (p,(m)[, je vais démontrer par
I'absurde qu’il existe n, tel que
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ce qui suffit pour assurer que lim u, = B.
n—++aw

Je suppose donc que, pour tout n,

775
Usn € :IO, <P1(T96)[

alors (up,) est croissante (puisque @ o @(x) > x
pour tout x € ]0, B[) et majorée donc converge vers

. 775
une limite le]O,<pl<2 196)
¢ 0 ¢ sur cet intervalle, ¢ o ¢(]) = I; or I'équation
¢ o @(x) = x n’a pas de solution sur ]0, B[ donc il
existe n, tel que

]- Par continuité de

(%) Une méthode numérique — sans étude qualitative —
suffit pour I'affirmer; bien entendu cela nécessite un calcul
soigneux de I'incertitude.

— Si ae:lé’ l[, il suffit de procéder de la

méme maniére, donc si a€]0,1[ alors

limu=8:

n=+ o
De plus ¢ (10, 1[) = ]0, 1 donc ]ir+n =3P si;

et seulement si, ae B =0, 1[.

Maintenant que j’ai passé en revue les cas
simples, il me reste a étudier la définition de la suite
(u,), les cas ou O et 1 sont valeurs d’adhérence et
déterminer si il existe d’autres cas.

e Soit D, I'ensemble des points a tels que

Ugs Uyy ooy ey € {05 X}
et
uue{xO’xE)}
et
D= () D,.
neN

Alors la suite (u,) est définie si, et seulement si,
a¢D.
Dy = {x,, X} et, d’aprés les variations de ¢,
D; = ¢ (D) = {x;, x}}

ol - X; = 93(X); et . X = @3(xp); ou @, est la
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fonction réciproque de ¢ restreinte a
1%, 0[U]1, x5[ et ]— oo, O[uU]l, + ool.
Pz}r récurrence, je démontre alors que D, = {x,, x;}
ou
Xp = Q3(x,—¢) et x = @30, 1).

Les deux suites ainsi définies sont bornées; (x,,)
est croissante (puisque ¢ o ¢(x) < x pour tout
x € ]x, 0[) et majorée par 0 donc converge vers une
limite /e ]x}, 0] vérifiant

P3003() =1
car @5 est continue donc
Poo() =1

ce qui implique I =0 dou

lim x,, = 0.
n—++aw
De méme lim x,,,, =1,
n—+ oo
hm=x5 ="l et lim x5,., =0:
n—+ o

n—++ o

A Tlaide de ces résultats, Jje peux expliciter les
ensembles A et C: en effet

A0=]_' w9x0[

Etrange Newton

et, d’aprés les variations de o0,

Ay = Ixg, xo[

et ainsi de suite
Ag= P X1
de méme
Co =1Ix5, + o] et Co = Ixp, X1
ce qui montre que

AuCuD:]—oo,O[u]l, + ool.

Donc 0 et 1 sont valeurs d’adhérence de la suite (u,,)
si, et seulement si, ac E = {0, 1} et il n’existe pas
d’autres cas que les cing énumérés.

Pour conclure, la figure 3 rassemble tous ces
résultats.

Vous remarquerez que les ensembles A, CetD
ont la méme fronticre: D = D UE et que les
ensembles A, B et C sont des ouverts ce qui est
naturel. La remarque la plus intéressante &tant
'extréme sensibilité du comportement de la suite
(u,) vis a vis de la condition initiale a au niveau des
points 0 et 1 : ce phénomeéne est assez étudié de nos
jours sous le nom « étrange » d’attracteyr étrange.

Pour revenir au probléme de la méthode de
Newton appliquée a une équation du troisiéme
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Fia. 3. = Représentation de 'ensemble A des points u tels que : li1+n U, = o.

L'agrandissement de 'intervalle 1L, x5[ montre I'enchevétrement des ensembles A et C.







