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REVUE DE MATHEMATIQUES SPECIALES

: 1
Etude de la suite ug = a € R, Up il = Uy — —
Un

dans le cas typique

par Hervé Lehning

Aprés avoir étudié la suite typique qui se trouve étre non chaotique, puis I'ensemble limite d’une
suite chaotique, nous avons été conduit & définir la notion de dynamique L-chaotique (voir [1] et [2]).
Nous nous proposons ici d'illustrer cette définition par I’étude d’une suite récurrente simple, mais de

comportement chaotique.

Partie I
Définition de la suite

1. Interprétation en termes de systémes dynamiques 401

Soit f la fonction définie sur le compactifié R = RU{oo} de R (il s’agit d’un espace
métrique compact) par :

f(ar):;c—%si.reIR
f(o0) =00

La fonction f est continue sur R et admet oo comme seul point fixe. On peut
définit (uy), > o en posant :

=a€R
{ e (voir figure 1)

Upy1 = f(uu)
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Figure 1

La suite donnée initialement est définie si et seulement si u, # oo pour tout n;
elle est non définie si et seulement si a est un antécédent de oo par f.

it 2. Etude du domaine de non définition

?;;.um‘ Wy

*Se‘m donc (A,)n = ¢ la suite de parties de R définie par :

s o e

{ Ao = {00}
A‘n+1 = f—l(An)

La suite est non définie si et seulement si a appartient & 1'ensemble A = U Ap.

neN
Comme f est impaire, cet ensemble A est symétrique par rapport a 0.

Pour chaque z, £~ () = {f; '(2), fs ' (¢)} ot f" et f; ! sont les fonctions définies
sur R par:

e z—Vat+4

L " 2 et
fi'(0)=0

On démontre ainsi par récurrence que A, a 2" éléments d’ott I'on déduit que A est

dénombrable. D’autre part, co est point d’accumulation de A. En effet, A contient
les points de la suite (2,,), > ¢ définie par:

z+Vz+4

TR

f5'(00) ='o00

o = 0 =
- figure 2).
{'7"11+1 = f;l(mn) X (YOI!' )

—————
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Figure 2

£ '(R) C R donc la suite (z,), > ¢ est bien définie; f;'(2) > z pour tout z donc
la suite (2,,), >0 est strictement croissante. Elle a donc une limite dans [0, o0].
Comme f.‘,];&] est continue cette limite est un point fixe de f;° L. or le seul point

fixe de f, ' est oo donc lim z, = oo et z, # 0 pour tout n. On en déduit que 0o
n—oo
est point d’accumulation de A.

A contient aussi les y, = fi'(2,) € R. La suite (y,) est strictement croissante,

et lim y, = 0. Donc 0 est également point d’accumulation de 4. Comme A est
n—+00

symétrique, il s’ensuit que dans tout voisinage de 0, il y a une infinité d’éléments

de A a gauche comme a droite de 0.

Soit  un autre élément de A que 0 et oo, = = (0) ol ¢ est la composée d'un

nombre fini de f; 1 et f5" toutes les deux continues et strictement croissantes

sur R. ¢ est donc continue et strictement croissante, ainsi l'uix ©(yn) = z et
n—+oo

©(yn) < T et liT @(=Yn) = z et p(—y,) > = pour tout n. Il s’ensuit que tous
n—+oo
les éléments de A sont points d’accumulation & gauche comme & droite de A.

Ceci améne & conjecturer que tout point de R est point d’accumulation de A. On
consideére donc B le complémentaire de I’adhérence de A que 1’on suppose non vide.
B est donc un ouvert de R. Soit Ja, B[ (o < 8) une de ses composantes connexes.
Les deux points « et 3 appartiennent a 'adhérence de A et Ja, 3[ NA = 4. Ainsi, a
et 3 ne sont pas points d’accumulation & gauche et & droite donc n’appartiennent
pas a A. En particulier, on a soit 0 < a < 8 < 00 soit 0o < a < 3 < 0. On se place
dans le premier cas, il est facile d’adapter ce qui suit & Pautre. f est strictement
croissante sur |0,00[ donc f(a) < f(B) et, comme f est continue, f(a) et f(5)
sont adhérents & A. S'il existe 2 € 4 tel que f(a) <z < f(B), = f; ' o f(a) et
B = f5 "o f(B) done, comme f; est strictement croissante, o < f; ' (x) < S ce qui
est absurde puisque f,'(z) € A. Ainsi, |f(a), f(8)[ est une composante connexe

de B et f(B)~ fl@) = (B — ) [1+aiﬂ] L e
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De cette fagon, on construit une suite de composantes connexes |ay,Bu[ de
longueurs strictement croissantes (donc deux & deux disjointes) en posant :

ay =« at Bo=18
Qpy1 = f(an) ﬁu-H = f(,Bn)

Le segment [—1, 1] ne peut contenir une infinité de ces intervalles donc il existe N
tel que, si » > N, alors ou bien 1 < 3, ou bien a, < —1. Supposons donc Sy > 1.
Comme 1 € A (f'(1) = ), on en déduit que ay > 1 d’ont ay4 > f(1) =0 ce
qui contredit ayy; < —1 d’out Byy1 > 1.

Par récurrence, on montre ainsi que 3, > 1 pour tout n > N. f(z) < z si
z > 1 donc la suite (8,).> n est décroissante et minorée. Elle converge donc
vers un nombre ¢ > 1. Par continuité de f, on en déduit que f(£) = £, ce qui
est contradictoire, donc ay < —1. On démontre alors que la suite (o), > v est
croissante et majorée donc converge, ce qui est également absurde. Finalement, B
est vide et donc A est dense dans R.

Ainsi, I'ensemble des points a tels que la suite ne soit pas définie est dense
dans R. On peut donc conjecturer que son comportement doit étre particulierement
imprévisible. Pour préciser ceci, nous étudions I'’ensemble des antécédents de tout
nombre.

Partie 11

Antécédents d’un nombre

Soit # > 0 (le raisonnement est le méme si z < 0), on définit une suite (z,)n > o

en posant :
Tp=o
Tp+1 = fz_l(zn)

1l s’agit d’'une suite d’antécédents de = de limite co. La suite (f;"(24))n >0 est
done également une suite d’antécédents de z de limite 0.

Soit Ja, B[ (@ < () un intervalle ouvert, Ja, B[ NA # ¢, donc il existe n tel que
f" slannule sur Jo, B[. On considere N le plus petit entier tel que fY s’annule
sur o, A[. fV est continue et strictement monotone sur Jo, 4], donc (e, B]) est
un intervalle ouvert contenant 0. Il contient donc un élément f (3:,.) Soit. donc
t € Jo, B[ tel que fi ' (z,) = fY(t). On a fN*"*1(t) = =, |a, 8] contient donc au
moins un antécédent de z. L’ensemble des antécédents de z est donc dense 'dans R.

Numériquement, cela signifie qu’une erreur sur la condition mmf!e%%
Ia suite. - S
I'un quelconque des comportements possibles de la sui
o

Etude de la suite ug=0a € R, upyy = up, — 2 dans le cas typique
Partie III

Etude de la suite pour la condition initiale typique

Le sens du mot «typique» est étudié dans [1], nous rappelons ici sa définition :
Définition.

On appelle résiduelle toute partie de R contenant I'intersection d’une
famille dénombrable d’ouverts denses. On dit qu'une propriété P(x)
est typique si I'ensemble des points pour lesquels elle est vraie est
résiduel.

Soit J I'ensemble des intervalles ouverts non vides & extrémités rationnelles, J est
une basehdénombra,ble d’ouverts de R. Soit U un élément de J de Ej; I'ensemble
des z € R tels qu'il existe un entier n tel que f"(z) € U.

Soit € Ey et n tel que f"(x) € U. f" est continue donc il existe un ouvert V'
contenant z tel que f"(V) C U donc V C Ey. Ainsi, Ey est voisinage de z. Ceci
étant vrai pour tout @ € Ey, on en déduit que Ey est un ouvert.

Soit z € Ret V un ouvert contenant z. Soit ¢ € U, I'ensemble des antécédents de
t est dense dans R. Il en existe donc au moins un appartenant a V. Soit 9 € V et
n un entier tel que f"(¥) = ¢. Donc ¥ € Ep. Ceci étant vrai pour tout voisinage
ouvert V' de z, on en déduit que le point  adhére & Ey et donc que Ey est dense
dans R. Ainsi, Ey est un ouvert dense dans R.

Nous en déduisons que F = n Ey est une partie résiduelle.
veJ

Soit donc a € E et « € R. Soit V un ouvert contenant « et (V,),> o une suite
d’éléments de J deux & deux disjoints et inclus dans V. a € Ey, pour tout p donc
il existe n,, tel que u,, € V, ainsi V contient une infinité d’ éléments de la suite
(tn)n > 0. Ceci étant vrai pour tout voisinage ouvert V de @, on en déduit que
est une valeur d’adhérence de (uq), > o-

Ainsi, si a est typique, lensemble des valeurs d’adhérence w(f,a) de (uy)n > o est R.

Partie IV
Discontinuité de a — w(f, a)

La fonction a — w(f,a) est une fonction définie sur R & valeurs dans Pensemble
des compacts de R, K(R). Ce second espace est muni de la distance de Hausdorff
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§ (voir [1]). Si a € E, w(f,a) = R et si a € A, w(f,a) = {oo}. 6[{o0},R] #
0. Comme A ainsi que E sont denses dans R, cela implique que la fonction
a — w(f,a) est discontinue en tout point de R.

Clest dire la sensibilité de la suite (i), > o par rapport  sa condition initiale.

Plus précisément, f possede les deux propriétés caractéristiques d'une dynamique
L-chaotique (voir la définition dans [2]) :

1) w(f,z) = R pour z typique dans R.

(2) & — w(f,z) possede un ensemble dense de points de discontinuité (ici R tout
entier).

Partie V
Généralisation
Tout ce qui précede se généralise facilement aux suites (Un)n > 0 de la forme:
u=a€X
{ Uns1 = fun)
oit X est une variété topologique compacte a bord et f une fonction continue de
X dans lui-méme vérifiant les propriétés suivantes :

 I'ensemble des antécédents de tout élément de X par f est dense dans X ;
e f admet au moins un cycle.
En particulier, ceci est le cas si f est une fraction rationnelle réelle dont I’ensemble

de Julia contient R. Dans ce dernier cas, la suite est également chaotique au sens
de Devaney (voir [3]), dans les autres cela n’est pas évident.
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